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論 文 内 容 要 旨
本論文では､G2多様体内のcalibratedsubmanifolds､とりわけその具体的構成と変形理論について考察
した｡
Calibrated幾何の理論は､極小部分多様体の研究を目的としてHaⅣeyおよびLawsonによって導入され
た｡Calibrationとよばれるリーマン多様体〟上の特別な閉微分形式を考え､それに付随する極小部分多
様体 (calibratedsubmanifolds)を考える.これは､ケーラー多様体内のコンパクト複素部分多様体が､そ
のホモロジー類内で体積が最小であるという事実 (wirtingerの不等式)の一般化である｡
Calibrated幾何はリーマンホロノミー 群の理論と深い関わりを持っている｡実際､ホロノミ一群が特定
の群に還元されるようなリーマン多様体は､いくつかの自然なcalibrationを持っことが知られている｡
Bergerにより既約非対称な計量を持っ単連結リーマン多様体の取りうるホロノミ一群は､
so(m),U(m),sp(m),sp(m)sp(1),G2,Spin(7)であることが知られており､本論文では特にG2の場合を考察
する｡ホロノミ一群が C2に含まれるようなリー マン多様体をtorsion一缶eeG2多様体といい､閑かつ余閉な
3次微分形式¢で特徴づけられる｡この意味でC2多様体は､閉2次微分形式で特徴づけられるシンプレ
クティツク多様体の一般化として捉えられる｡め(およびそのHodge双対*¢)はcalibrationを定め､それ
らに対応するcalibratedsubmanifoldを(co)associativesubmanifoldという.より一般には､3次微分形式¢
が閉､あるいは余閉という条件を落とすことで､(torsion-B･eeとは限らない)G2多様体が定義される｡
近年では､torsion一丘ee(;2多様体は､カラビ･ヤウ多様体同様ミラー対称性において重要な役割を果た
すことが期待されている.1996年にStrominger,Yau,Zaslowは､コンパクトカラビ･ヤウ多様体のミラー
対称性は､特異ファイバーを含む特殊ラグランジュ3トー ラスの双対ファイブレーションにより説明され
る､という予想を提出した｡M理論においても､コンパクトtorsion-freeG2多様体内のcoassociativeファ
イブレーションが､上と同様の役割を果たすことが期待されている｡
◆(co)associativesubmanifoldの具体的構成
本論文の最初の目的は､(co)associativesubmanifoldの具体的構成である｡これらは複雑な偏微分方程式
によって定義され､具体的な例の構成が難しい｡R7上では､まずHarvey,LawsonによってStJt2)不変な
coassociativesubmanifoldが構成された｡Lotayは2-ruledな例､および発展方程式によってT2×R袖不変な
ものを構成した.Foxは2-ruledcoassociativeconeから､2-ruledでなくconeでもない例の族を構成した｡
Karigiannis,Min-OoはS4,cp2の反自己双対東上に､底空間内の曲面上の階数2のある部分束となる例を
与えた｡
chapter3においては､Lie群の対称性を用いてcoassociativesubmanifbldsの更なる例を構成する｡この
手法では､まずcoassociativesubmanifbldが余等質性 1のLie群の作用で保たれると仮定する｡この場合
には､coassociative条件を表す偏微分方程式は､軌道空間上の1階常微分方程式に帰着されることはよく
知られている｡その常微分方程式を解くことにより､具体的な構成を考える｡またこの手法では､構成さ
れた部分多様体に含まれる特異軌道の様子がわかりやすいという利点がある｡
今回はR7およびS4の反自己双対東上にStJt2),T2×R,｡不変なものを構成した.最初に､次のHarvey,
Lawsonの例を我々の手法により再構成した｡
定理 1:ParveyandLawson)V∈S2⊂R3を固定する｡このとき任意のC≧0に対して
Nc=SU(2).(b･,0,0.0).m,)ER7:T(47･L 5yZ):=C.r_>叫
はR7内のStnt2)不変なcoassociativesubmanifoldである｡Sut2)作用は､C2-R4上の自然なSut2)作用か
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らR4の反自己双対束に誘導される作用である｡ C>0のとき､Mcは2つの連結成分
ME=NcnSU(2)･【(bl.0.0.0).rt,)∈R7:±(4r2-5y2)>0)
をもち､M昌はCPl上の自然束 o(-1)の､McLはS3×Rの位相を持っ｡C-0の場合は､零切断および S3
×Rの和としてかける｡更にこのSut2)作用に関して不変なcoassociativesubmanifoldはすべてこの形で
与えられる｡
T2×R,｡作用の場合は次の結果を得た｡これは上記のLotayにより構成されたものと比べ､より具体的
な表示を与えている｡
定理2:I⊂Rを十分小さい開区間とし､α,Y:Iう(0,2T/2),♂:IうR を滑らかな関数で
a
元1喝(血 r)
2kmβt叫 2a一声)dFd ,_ _一il(a+β)
盃l喝(taTLr)=一tan(2a-P)二 面a一声)+3taLEL声dt
を満たすものとする｡このとき
はR7のT2不変coassociativeconeで､T2×RXIの位相を持つ.
HaⅣey,Lawsonは四元数､八元数の計算を用いて議論したが､ここではそれらを用いない議論により､∫4
の反自己双対東上に一般化することができた｡実際､S4の反自己双対束 2^-S4にはBryant,Salamonによ
りtorsion-BeeG2構造 (¢,,gA)(Å>0)が入ることが知られており､S4の立体射影による局所座標をとる
ことで､R7の場合とはぼ同様に議論することができる｡これは我々の手法の利点である｡
定理3: V亡S2⊂R3を固定する｡このとき任意のC∈Rに対して
･榊 2,･((- 両 帝
i
(A +a4)盲血+ 1+y望
7-≧0.y∈RutGQ‡
は 2^-S4内のStJt2)不変なcoassociativesubmanifoldである｡Sut2)作用は､S4⊂C 2◎R上の自然なstAt2)
作用から反自己双対束に自然に誘導される作用である｡C≠0のとき､McはCPl上の自然束o(-1)の位
相を持っ｡C-0の場合は､零切断およびS3×Rの和としてかけ､A-0でconeに漸近する｡更にこの
∫Ⅵ2)作用に関して不変なcoassociativesubmanifbldはすべてこの形で与えられる｡
また更に､R7の場合同様､S4の反自己双対東上のT2×R畑作用で不変なcoassociativesubmanifoldを記述
する常微分方程式も導出し､いくつかの場合に解を具体的に求めた｡
chapter4においては､自由なSl,T2作用をもつG2多様体上の(co)associativesubmanifoldを商空間上の
部分多様体を用いて特徴づけた｡ 2^-S4など知られている多くの例でT2は作用しており､sl,T2が作用
する場合を考えるのは自然である｡まず､62多様体にglが作用する場合には次の定理を得る｡
定理 4:(Y,¢,g)をG2多様体とLslがG2構造を保って自由に作用しているとする｡このときY/slには
sut3)構造 k,J.,Tl,¢土)が入る｡このとき､次の1対 1対応がある｡
Y内の S)不変associativesubmanifold⇔ Y/Sl内の正則曲線
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Y内のSl不変coassociativesubmanifold⇔ Y/Sl内のphase(土i)の特殊ラグランジュ部分多様体
次にalmostG2多様体にT2が作用する場合を考える｡この部分がChapter4の主要部分である｡ここでは
Madsen,Swannによって導入されたmulti-momentmapの概念を用いる｡これはSymplectic幾何のmoment
mapを拡張した概念である.これにより､momentmapを用いたCalabi-Yau多様体内の特殊ラグランジュ
部分多様体の構成法を一般化することが可能になる｡
定理5･'(Y,¢,g)をalmostG2多様体とし､T2がG2構造を保って自由に作用しており､T2作用に関する
multi-momentmapvが存在するとする｡Vは ピ:Y/T2-Rを誘導し､どによりY/T2上に3つのCR構
追(Q=ker(dピ),乙)(i=0,1,2)で之｡∠l∠2--idQ となるものが定まる｡このとき､次のl対 1対応
がある｡
Y内のT2不変associativesubmanifold ⇔ Y/T2内のgrad(ど)の積分曲線内の1次元部分多様体
Y内のT2不変coassociativesubmanifold⇔ Y/T2内のCR∠｡正則曲線
これら以外にもsl,T2軌道に直交するような(co)associativesubmanifoldも同様に特徴づけた.そしてこれ
らの特徴づけを用いて､岩揮多様体のcone上などにいくつかの例を構成した｡
◆nearlyparalelG2多様体内のassociativesubmanifoldの変形理論
本論文の次の目的は､nearlyparalelG2多様体上のassociativesubmanifbldの無限小変形に関する研究
である｡G2多様体 Yは､そのconeがSpin(7)多様体となるとき (ホロノミー群がSpin(7)に含まれるとき)､
nearlyparalelG2多様体という.AssociativesubmanifoldM とは､YのG2構造に付随した3次元極小部分
多様体である.nearlyparalelG2多様体､associativesubmanifoldは多くの例が知られている｡実際､sp(2)
⊂ su(4)⊂Spin(7)より､7次元3-佐々木､佐々木 ･アインシュタイン多様体はnearlyparalelG2多様体
である｡更にこれらの特殊ルジャンドル部分多様体は､associativesubmanifoldとなる｡
佐々木 叩-アインシュタイン多様体内の特殊ルジャンドル部分多様体の無限小変形は､大仁田義裕氏に
より研究がなされた｡無限小変形の空間をラプラシアンの固有空間として特徴づけ､S7,so(5)/SO(3)内
の等質特殊ラグランジュ部分多様体の変形空間を幾何学的に説明した｡特殊ラグランジュ部分多様体は
associativeであるから､次の自然な問が考えられる｡
問6:特殊ラグランジュ部分多様体としてだけではなく､associativesubmanifbldとしても変形した場合､
変形の空間はどのようになるか?
chapter5においては､S7内のいくつかの等質なassociativesubmanifoldに対して､上記に対する回答を与
える.S7のassociativesubmanifoldはLotayにより分類されており以下が知られている.
命題 7:(Lotay)S7内の全測地的でなく､かつ全測地的なS6に含まれない連結な等質 associative
submanifoldは､Spin(7)作用で移りあうものを除いて､以下のいずれかとなる｡
Al=T3･三C(1･LILi)≡T3･
A2-SU(2)･E(1DJLl)窒SU(2)fE3
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A3 = ∬ (2)∫t(0エi.0)等SU(2)
ここでT3･はT3⊂sut4)のC4上の自然な作用を表し､sut2)･は､C 2上への自然な作用からS3C2-C4に
誘導される作用である｡
注意 8:全測地的なS3は自明な等質associativesubmanifoldであり､全測地的なS6に含まれるassociative
submanifoldは既に分類されている｡AlはHarvey,Lawsonによって､A2はJoyceにより構成された特殊ラ
グランジュ部分多様体である｡一方､A,は現在知られている他の幾何には現れない例となっている｡
本論文では､Lie群に同型なassociativesubmanifold(全測地的S3,A.,A,)の無限小変形について考察し､以
下の結果を得た｡
定理9:全測地的S3,A.はrigidであり､A,はrigidではない.
定理の証明には､まずassociativesubmanifoldの無限小変形の空間をtwistedDiracoperatorの固有空間と
して特徴づける｡そして上のそれぞれの場合に固有空間を計算する｡計算には主にPeterWeylの定理を
用いる｡これはトー ラス上のフーリエ変換を一般のコンパクトLie群上に拡張したものである｡この手法
は大仁田氏により用いられたもので､この手法により､複雑な微分方程式を解くことが可能になり､固有
空間の基底も求めることが可能となる｡
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論文審査の結果の要旨
河井公大朗氏の学位論文の目的は,G2多様体の (コ)アソシアティプ部分多様体の構成と,ニアリー
パラレル C2多様体のアソシアティブ部分多様体の変形理論である.
G2多様体とはホロノミー 群が例外 リー 群 G2に含まれる7次元])-マン多様体で,同様に特殊ホロノミ一
群をもっケ-ラー多様体やカラビ-ヤウ多様体が複素幾何で論じられるのに対し,実幾何学で論じねばな
らず,既知の事は少ない.ケ-ラー形式から決まるカリブレーションに対して,G2多様体Yに付随する3
次微分形式¢及びそのホッジスター*¢はYのカリブレーションを定め,対応する部分多様体は (コ)ア
ソシアテイブとよばれる体積最小の部分多様体である.これらをファイバーとするファイブレーションは,
ミラー対称性の実版に当たり,その重要度が高い.一方,この極小部分多様体を定める偏微分方程式は難
解で,正則性が使えるケーラー幾何や,1階の微分方程式でかける特殊ラグランジュ部分多様体に比べ,
その非自明な具体例はほとんど知られていない.
河井氏は,群 Gが作用するG2多様体のG不変な (コ)アソシアティブ部分多様体を探すという手法で,
R7及び,S4の反自己双対束の上に新しい例を多数構成した.群作用の軌道空間に方程式を落とす事によ
り,偏微分方程式は常微分方程式 (莱)になり,具体的,あるいは論理的に解くことが可能になる.とは
いえ,方程式を明示的に求め,それを解くためには,深い理解,知識,計算力が必要である.河井氏はこ
れを成し遂げ,(コ)アソシアティブ部分多様体を構成し,更にその族からなるγのファイブレーション
にも考察を進めた.
これとは独立に,ニアリー パラレル C 2多様体という佐々木多様体などを含む重要な空間において,ア
ソシアテイブ部分多様体Mの変形空間 Vを調べた.Vの考察にはMの変形Mtのtに関する1次,2次の
項,すなわち,第 1,第2変分の計算が要求される.第2変分から得られるヤコビ作用素はここではディ
ラック作用素として記述され,その固有空間の次元がVの次元の評価を与える.河井氏は等質,特にリー
群で表されるアソシアティブ部分多様体についてこの次元を計算し,ある場合は剛性,他の場合は変形の
可能性を示した.
以上の成果は,自立して研究活動を行うに必要な高度の研究能力と学識を有する事を示している.従っ
て河井公大朗提出の博士論文は,博士 (理学)の学位論文として合格と認める.
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